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Démonstrations relatives à l'explicitation 
d'une matrice de Lorentz symétrique sous la forme : 


Y B,-Y B;Y B:-Y 
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Resume : On rapelle 2 démonstrations et on en donne une nouvelle. 


Nous avons déjà donné 2 démonstrations dans : 

https //hal — amu + archives — ouvertes -fr/hal-03576259 

et 

https //hal-amu + archives - ouvertes * fr/hal-03640170 

(compléments - pdf). On donne iciune troisième : 

On part de : Special relativity de Schroder Ulrich E p.92 

On peut consulter le livre à : 

https ://archive -org/details/specialrelativit0000schr/page/92/mode/2 up?view=theater . 


En suivant Schroder considerons une matrice de Lorentz M symétrique de la forme : 


Y YB00 
- 0 0 + 0 
M=A.| ? BY -T4 avec B = | B|,A= , Qune matrice orthogonale 3 x3. 
0 0 10 0 
0 0 0 1 


Comme Q est une matrice de rotation 3 x3 on peut la décomposer en un produit de 3 

rotations élémentaires (angles d' Euler) : 

(voir par exemple : https ://en - wikipedia -org/wiki/Rotation formalisms_in_ three dimensions) . 
On peut donc écrire À = Rz - Ry - Rx avec : 


1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 cos(g) 0 sin(o) 0 cosy) -sin(y) 0 : 
Rx= : Ry= ; Rz= d'ou : 
0 0 cos60) -sin(0) 0 0 1 0 0 sin(yw) cosy) 0 
0 O0 sin(6) cos(6) 0 -sin(@) 0 cos(®) 0 0 0 1 
1 0 0 0 
0 cosy) cos) -sin(y) cos 6) + cos(y) sin(@) sin(0)  sin(wy) sin(6) + cos(w) sin(@) cos(0) 
A = 


0 sin(y) cos(g)  cos(y) cos(6) + sin(w) sin(@) sin(0)  -cos(y) sin(6) + sin(w) sin(@) cos(6) 


0 -sin(@) cos(@) sin(0) cos(@) cos( 0) 


et donc : (on peut utiliser Maple) 
Y cos( y) cos(p) sin( y) cos(e) 78 -sin(®) YB 


2 2 L 2 À 
cos(y) cos(p) 7B  1+cos(w) (-1+7) cos(p) sin( y) cos( y) cos(@) (-1+7) —cos(g) cos(y) sin(g) (-1 +7) 


sin(y) cos(e) YB_ sin(y) cos(y) cos(e) (-1+9  1+((1—Y) cosy)" —1+7) cop) -cos(@) sin(w) site) (-1 +7) 


2 à : : 2 
sine) 7B cos) cosy) sine) (-1+7)  —cos(g)sin(W) sin(e) (-1+7) (1— 7 cos +7 


On peut toujours évaluer directement la première colonne d'une matrice de Lorentz générale 
— 


en fonction de B en considérant les coordonnées de l'observateur O' dans les 


2 bases associées à O et O': 


ct 
Mi] Mi M3 Mj4 ct' 
c-B,-t 
| M; M2 M3 M, 1 ; 
Si on pose M = alors M - = Bt d'ou : 
ED AL SE DT 0 “1e 
0 
RESTE 0 PSS CHE CZ + | c-B,:t 


0 


Si on pose y= M, ] alors y-t'=t de plus y > 0-(principe de causalité) . 


LÉ 

y-B, 
On en déduit que la première colonne s'écrit 

y B, 

YB, 

B, B, B, 

Par identification : cos(y) cos(@) = B , _sin(Wy) cos(@) = B » Sin(@)=- B 
On rapelle que YF = Ÿ — 1 puisque 1 = y U = f) 3 


Calcul des m; ;: 


m, }=1 + cos( y)” -1 4+y) cos(g)=1 + cos( y) cos(@) 2 2 


1 +7y 
p 2 à 2 ; 
(OR pe 
B)1+7 1 +7 
m, ,=1+((1— y) cos(y)" —1 +7) cos(e)?=1 + (1 — y) (cos( y) "cos(@)? — cos(e)?) 


B; En F +B; 
F 


=1+(1— 7) (cos(w)cos(@)? —1 +sin(@)?) =1+(1—7) 


2 
y 2 
=14+ 4 —.p*. 
1+7 B, 
F 2 
my, 4= (1 — y) cos(e) +7=1 +(y—1)(1 —cos(g)") =1 Hp sn(e)=1 on 
2 
; ; 7 PF BB 
m, ,=Sin( y) cos\( y) cos(o -1 +7y) =sin(y) cos(@) cos( y) cos(o)(-1+7)=——-— 
3,2 RES ) =sin(wy) cos(@) cos(w) cos(o) ( rer 
_ + 
BB, . 


C1+7 


M, 3=-cos(p) sin(w) sin(@) (-1 +Y) Bb: 
2 
m, }=-cos(@) cos(W) sin(@) (-1 +7) BB 


On complete par symétrie . 


Application : 
Considérons 2 observateurs O et O' en translation uniforme l'un par rapport à l'autre munis des bases 
spatio — temporelles Bo et Bo" telle que la matrice À, de passage de Bo à Bo" vérifie : 


7 YyB00 
AS TE T7 991 

0 0 10 

0 0 01 


Considérons pour O et O' 2 bases quelconques 8 et B "respectivement 
et M la matrice de passage de O à O". 
Les matrices À et B de passage de 8 à Bo et de B'a Bo' sont des matrices orthogonales de la forme : 


1 0 1 0 
0 Q 0 Q’ 
Par composition des matrices de passage : 

M=AA,B donc et M =A AA - A -'B : on a la décomposition polaire de M, 


qu'on peut encore écriresous la forme : 
puisque d'apres ce qui précéde : 


, Qune matrice orthogonale 3 x3, B = ,; D'une matrice orthogonale 3 x3. 


Y B,°7 B;:Y B-Y 
2 2 2 
VIH BB ——.6.- 
B;°7 nr B, mr B;-B, BB _. 
M= F F 7 
TB. Bi RE 0 © 
B;Y EI BB, Pr A BB, 
2 2 2 
y ——-B- BB 1+——.-p° 
B-Y 151 B-B, ii B-B, ii B. 
1 0 


où @est une matrice orthogonale 3 x3 avec À -'B= 


0 © 


Bibliographie : 
Ulrich E Schroder , Special relativity p.92 World Scientific 1990. 


